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Didalam  paper  ini  membahas  kestabilan  titik  ekuilibrium  model  matematika  yang 
berbentuk sistim persamaan diferensial tundaan ( PDT ) dengan waktu tundaan diskrit 
τ .  Lebih  khusus  lagi  akan  dijelaskan  metode  untuk  menganalisa  perubahan  sifat 
kestabilan  titik  ekuilibrium  karena  pengaruh  waktu  tundaan.  Apabila  waktu 
tundaannya ada  (  τ   tidak  sama dengan nol  ) dan ditemukan nilai kritis  tundaan  *τ  
sedemikian sehingga akar karateristik   sistim tersebut di titik ekuilibrium berada pada 
garis imaginer, dan juga dipenuhi kondisi transversal maka untuk waktu tundaan yang 
membesar, titik ekuilibrium masih stabil ketika τ  kurang dari *τ  tetapi menjadi tidak 
stabil  ketika  τ membesar melebihi  *τ .Sehingga  titik  ekuilibrium  tersebut  dikatakan 










 Didalam  paper  ini  dibahas  model  matematika  berbentuk  sistim  persamaan 
diferensial  tundaan  (PDT) dengan waktu  tundaan diskrit. Model matematika dengan 





Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY, 5 Desember 2009  1065 
 
aspek dari dinamikanya seperti  infeksi dan penyebaran penyakitnya, waktu  inkubasi  , 
terapi obat dan juga respon kekebalan.  
Salah  satu analisa  yang menarik yang dibahas di paper  ini adalah bahwa adanya 
waktu tundaan kemungkinan akan dapat menyebabkan perubahan sifat kestabilan dari 
titik  ekuilibrium,  apabila  model  tersebut  memenuhi  kondisi  –  kondisi  tertentu. 
Sehingga didalam paper ini ditekankan pada pembahasan kondisi – kondisi yang dapat 




Didalam  paper  ini  membahas  analisa  kestabilan  titik  ekuilibrium  dari  model 
matematika  yang  berbentuk  sistim  PDT  yang  dijelaskan  pada  bagian  2.    Kemudian 










Dengan  mengetahui  kondisi  –  kondisi  yang  dapat  menyebabkan  perubahan 
kestabilan  titik  ekuilibrium  tersebut  maka  kita  dapat  menentukan  apakah  adanya 
waktu tundaan didalam suatu model dapat menyebabkan perubahan kestabilan atau 
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2.1. Persamaan Karateristik dan Eksistensi Titik Kritis Tundaan  
Dalam  menganalisa  kestabilan  dari  titik  ekuilibrium  suatu  model  persamaan 
diferensial  (PD), hal pertama yang biasa dilakukan adalah pelinieran  sistim di  sekitar 




( ) ( ) ( )( )τ−=• txtxftx ,                         
( )1.2  
maka persamaan karateristik dari sistim  ( )1.2  di suatu titik ekuilibrium adalah : 
( ) ( ) ( ) 0, =+≡Δ −λτλλτλ eQP                     
( )2.2  
dengan  τ   adalah  lama  waktu  tundaan  (diskrit)  yang  ditambahkan  pada  model 
persamaan diferensial yang bersangkutan, dengan ( )λP  dan  ( )λQ  berupa polinomial 

















didapat  dari  persamaan  karateristik  sistim  linearisasinya  dengan  syarat  semua  nilai 
eigen yang didapat mempunyai bagian real yang tidak nol  . Sehingga titik ekuilibrium 
tersebut merupakan titik ekuilibrium hiperbolik Kemudian kriteria untuk melihat sifat 
kestabilan  dari  titik  ekuilibrium  hiperbolik    yang  banyak  digunakan  adalah  dengan 
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Kemudian pertanyaan yang muncul adalah bagaimana menentukan sifat kestabilan 
dari  titik  ekuilibrium  ketika  waktu  tundaannya  ada  atau  0≠τ .  Karena  dalam 
prakteknya ketika  0≠τ  maka akan memunculkan nilai eigen dengan bagian real yang 
sama  dengan  nol  (  nilai  eigen  komplek murni  ).  Sehingga  titik  ekuilibrium  tersebut 
merupakan  titik ekuilibrium non  ‐ hiperbolik.  Sehingga  kriteria  kestabilan untuk  titik 
ekuilibrium hiperbolik diatas tidak dapat digunakan untuk kasus ini.  
Selanjutnya akar dijelaskan metode untuk menganalisa sifat titik ekuilibrium ketika 
ketika waktu tundaannya ada atau  0≠τ .   Misalkan akar karateristik dari persamaan 
( )2.2   adalah  ωλ i=   ,  R∈ω ,  dalam  paper  ini  diasumsikan  0>ω  maka  persamaan 
( )2.2  akan menjadi :  
( ) ( ) 021 =+ − ωτωω ieiPiP                         
( )4.2  
bila bagian  real dan  imaginer dari persamaan diatas dipecah dan  suku eksponensial 
ditulis dalam bentuk trigonometri maka akan didapat persamaan : 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0sincos2211 =−+++ ωτωτωωωω iiQRiQR                       
( )5.2  
dengan : 







∑ −=  ;  ( ) ( ) 12121 1 ++∑ −= jjj
j
aQ ωω    dan  




2 1 ωω +∑ −=  ;  ( ) ( ) 12122 1 ++∑ −= jjj
j
bR ωω  
Kemudian  agar  persamaan  ( )5.2   berlaku,  maka  jumlah  bagian  real  dan  bagian 
imaginer  dari  persamaan  ( )5.2   haruslah  sama  dengan  nol,  sehingga  akan  didapat 
persamaan : 
( ) ( ) ( ) ( )










                  
( )6.2  




Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY, 5 Desember 2009  1068 
 
( ) ( ) ( ) ( ) )sin(cos 221 ωτωωτωω QRR +=− , dan               
( )i.7.2  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωτωωτωω cossin 221 QRQ −=                
( )ii.7.2  
Dengan  mengkuadratkan  kedua  persamaan  yaitu  ( )i.7.2   dan  ( )ii.7.2 ,  kemudian 
menjumlahkan hasilnya maka akan didapat :  
( ) ( ) ( ) ( )22222121 ωωωω QRQR +=+                   
( )8.2  
Dari  persamaan  ( )8.2   dapat  dilihat  dua  hal  ,  yang  pertama  bahwa  bentuk 
trigonometri menghilang  dan waktu  tundaan  τ   juga  tidak muncul.  Kemudian  yang 
kedua, persamaan  ( )8.2  merupakan persamaan dari polinomial yang genap. Kemudian 
bila didefinisikan variabel baru  R∈= 2ωμ , maka persamaan  ( )8.2  akan menjadi : 
( ) 0=μS                           
( )9.2  
dengan S adalah polinomial, denganμ  adalah akar dari persamaan  ( )9.2 . Jika akar real 
dari  ( )9.2   bernilai  negatif,  maka  tidak  akan  terdapat  solusi    R∈*ω   yang  secara 
simultan memenuhi  ( )i.7.2  dan  ( )ii.7.2  . Sebaliknya, jika terdapat akar real positif  *μ  
untuk S  , maka akan terdapat suatu nilai τ  yang berkaitan dengan suatu ** μω ±=  
yang merupakan solusi persamaan  ( )i.7.2  dan  ( )ii.7.2 .  
Untuk  melihat  hal  tersebut  ,  misalkan  ditemukan  *ω   sedemikian  sehingga 
memenuhi  ( ) ( ) ( ) ( )22222121 **** ωωωω QRQR +=+ .  Misalkan 
( ) ( )2222 ** ωω QRC += .  Sehingga  dari  persamaan  sebelumnya  ,  kita  dapat 
mengatakan bahwa titik ( ) ( )( )*,* 11 ωω QR−  berada didalam suatu lingkaran dengan jari 
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( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎠
⎞⎜⎝





    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −= τωωτωωω *cos**sin** 221 C
Q
C
RCQ                              
( )ii.10.2  
misalkan 








( ) ( )ατωω −=− *cos*1 CR                                     
( )i.11.2  
    ( ) ( )ατωω −= *sin*1 CQ                                    
( )ii.11.2  
Dengan  mudah  dapat  dibuktikan  bahwa  terdapat  suatu  nilai  positif  *ττ =   yang 
memenuhi kedua persamaan  ( )i.11.2 dan  ( )ii.11.2  diatas.            
       ( )12.2  






pada  garis  imaginer  *ωλ i= .  Kemudian  akan  diselidiki  kondisi  yang  dapat 
menyebabkan perubahan  sifat kestabilan dari  titik ekuilibrium ketika waktu  tundaan 
berubah. Untuk itu perlu membuktikan bahwa akar karateristik akan bergerak menuju 
bidang  imaginer  yang  positif  ketika  waktu  tundaan  τ   membesar  melebihi  waktu 
tundaan  *τ  . Kemudian kriteria untuk kondisi tersebut adalah : 
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atau ekuivalen mengatakan  




                    
( )14.2  
Dalam beberapa literatur seperti pada [4] dan  [ ]6  kondisi  ( )13.2  sering ditulis dengan 
bentuk : 









Kondisi  ( )13.2  disebut juga kondisi transversal ( lihat :  [ ]6  ) atau kondisi nondegenerate 
(  [3]  ). Apabila  kondisi  Transversal  diatas  dipenuhi maka  dapat  dilihat  bahwa  untuk 
*ττ <  maka semua solusi λ  dari  ( )2.2  mempunyai bagian real yang negatif. 
 
Lemma  2.2.1 [ 3 ] 
Jika  *ωλ i=   dan  *ττ =   memenuhi  persamaan  karateristik  ( )2.2   maka 





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )******** '22'22'11'11 ωωωωωωωω QQRRQQRR +≠+ . 
 
Secara  teknis kondisi  transversal diatas dapat di‐cek dengan menurunkan persamaan 
( )8.2  terhadap ω  dan kemudian dibuktikan bahwa persamaan tersebut tidak dipenuhi 
untuk  *ττ = . 
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Diberikan sistim PDT  ( )1.2  dengan waktu tundaan diskrit τ dan titik ekuilibrium yang 













, λλτλ λτ  
adalah persamaan karaterisitik dari sistim  ( )1.2  di titik ekuilibrium  +Eˆ  .  
Maka  terdapat  nilai  kritis  tundaan  *τ   >  0  untuk  +Eˆ   dimana  +Eˆ   akan mengalami 
kondisi  nondegenerate    untuk  perubahan  sifat  kestabilan  jika  dan  hanya  jika 
persamaan  
i. ( ) 0=μS  ( yang didefinisikan pada persamaan  ( )9.2  mempunyai akar real positif , 
( )2** ωμ =  sedemikian sehingga ,  
ii. ( ) 0*' ≠μS  
dengan  *μ  merupakan akar real positif dari persamaan : 











































jika  titik kritis  tundaan  *τ  ditemukan dan dipenuhinya kondisi  transversal maka  titik 
ekuilibrium masih  stabil  ketika  τ   kurang dari *τ ,  karena pada  kasus  ini  semua nilai 
eigennya mempunyai bagian  real yang negatif.   Tetapi ketika  τ  membesar melebihi 
*τ , maka bagian real nilai eigen dari titik ekuilibrium akan bernilai positif sehingga titik 
ekuilibrium  tersebut  menjadi  tidak  stabil.    Lebih  lanjut  ,  titik  ekuilibrium  tersebut 
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penyakit  nonlinear.  Didalam model  tersebut waktu  tundaan  adalah waktu  inkubasi 
penyakit.  Penjelasan  di  paper  ini  hanya  pada  bagian  analisa  kestabilan  untuk  titik 
ekuilibrium penyakit  ketika waktu tundaannya ada.  Modelnya adalah sebagai berikut : 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
























                 
( )1.3  
)()()()( tRtItStN ++=  

























dan dipenuhi untuk  10 >R  dengan  ( )[ ] ( )γμγμαβ ++−= 110 /KR .  0R  adalah angka 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )


















                             
( )2.3  
Kemudian  dilakukan  linearisasi  dari ( )2.3   di  sebarang  titik  ekuilibrium  ( )ISE ˆ,ˆˆ =  
dengan menggunakan  deret  Taylor  untuk  2  variabel  disekitar  titik  ekuilibrium  dan 
didapat sistim linearisasi sebagai berikut : 
( ) ( ) ( ) ( )












































dengan  ( )txStS += ˆ)(  ,  ( ) ( )tyItI += ˆ  . 
Kemudian didapat persamaan karateristik sebagai berikut : 
( )

















































             
( )4.3  
dengan λ  adalah akar karateristik / nilai eigen dari sistim linearisasi   ( )3.3  
Sehingga persamaan karateristik di titik ekuilibrium penyakit  ( )** ,ˆ ISE =+  adalah : 
( ) ( )
















































             
( )5.3  
dari persamaan  ( )5.3  akan didapat : 
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dengan : 












































αγμλλτλ               
( )7.3  








rQ γμγμλτλ                              
( )8.3  
Untuk  analisa  titik  ekuilibrium  ( )** ,ˆ ISE =+   ketika  0=τ   dapat  dibaca  dan 
dipahami dengan mudah di paper yang ditulis oleh Zhang, dkk ( [ ]8 ). Karena bila  0=τ  
akan  memunculkan  titik  ekuililibrium  hiperbolik.  Kemudian  kita  akan  fokus  pada 
analisa titik ekuilibrium ketika waktu tundaan ada. Ketika waktu tundaan ada  ( 0≠τ ) 
maka akan memunculkan titik ekuilibrium non‐hiperbolik yaitu titik ekuilibrium dimana 
nilai  eigen  dari  sistim  linearisasi  di  titik  tersebut mempunyai  bagian  real  nol  (  nilai 
eigen komplek murni ). 
Misal  0≠τ  dan  jika  ωλ i=  dengan  0>ω   , dan  λ  memenuhi persamaan  ( )6.3  
maka persamaan  ( )6.3  ekuivalen dengan : 















































⎛ −+++−+ ωτωτγμγμω i
R
ri              
( )9.3  
kemudian dengan memisahkan bagian  real dan  imaginer dari persamaan  ( )9.3   akan 
didapat  dua persamaan berikut : 
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dan  ( )*2112 SRc α++= . Dapat dilihat bahwa nilai  'p selalu positif, kemudian  jika  0' ≥q  
sedemikian  sehingga  cRR ≤< 01 ,  maka  tidak  ada  bilangan  real  positif  ω   yang 
memenuhi  ( )12.3 . Sehingga tidak nilai  λ  dari  ( )6.3  yang berada pada sumbu imaginer 
untuk  setiap  0>τ .  Untuk  kasus  ini  adanya  waktu  tundaan  tidak  menyebabkan 
perubahan sifat kestabilan dari  ( )** ,ˆ ISE =+  ( lihat : [8] ). 
Sebaliknya jika  0' <q  sedemikian sehingga  cRR >0 maka terdapat bilangan positif 
*ω  yang memenuhi persamaan  ( )12.3 .Sehingga persamaan  ( )12.3  mempunyai akar 
imaginer  murni  *ωi± .  Kemudian  dengan  mensubtitusikan  nilai  *ω   kedalam 
persamaan  ( )10.3  dan  ( )11.3  serta diselesaikan untuk τ , maka akan didapat nilai kritis 
tundaan   *nτ  sebagai berikut : 
( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )( )( )[ ] ( )( )[ ]
























( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ]




















dengan kondisi  cRR >0  sedemikian sehingga  ( ) ( ) 011
1









= > 0,   yang berarti bagian  real dari akar karateristik akan bergerak menuju 
bagian  positif    dari  bidang  komplek,  seiring  dengan  berubahnya  waktu  tundaan. 
Sehingga karena  terdapat nilai kritis  tundaan  *τ dan dipenuhinya kondisi  transversal 
maka    +Eˆ   masih  stabil  ketika  [ )*,0 ττ ∈   dan  menjadi  tidak  stabil  ketika  *ττ > . 
Sehingga  sistim  ( )2.3  mengalami bifurkasi  di  +Eˆ  ketika  *nττ = , n = 0,1,2,3....  
 
4.  Kesimpulan  
Dari  hasil  diatas  dapat  disimpulkan  bahwa  pada  model  matematika    yang 
dilengkapi dengan waktu  tundaan, apabila waktu  tundaannya ada  (  0≠τ   ) dan    jika 
ditemukan nilai kritis tundaan  *τ  sedemikian sehingga akar karateristik sistim  ( )1.2  di 
titik ekuilibrium   akan berada pada garis  imaginer dan    juga    jika dipenuhinya kondisi 
transversal maka untuk waktu tundaan yang membesar , titik ekuilibrium masih stabil 
ketika  *ττ <   tetapi  menjadi  tidak  stabil  ketika  *ττ > .  Sehingga    dikatakan 
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